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1 Formas normales de las gramaticas libres de contexto

El objetivo de esta seccién es mostrar que cualquier CFL sin el simbolo € es generado por una CFG en
la que todas las producciones son de la forma A — BC o A — a, donde A, B y C son variables y a es
una terminal. Esta es llamada la forma normal de Chomsky. Para llegar a la forma es necesario realizar
los siguientes pasos:

e Se deben eliminar los simbolos innecesarios. Dichos variables o terminales que no aparecen en
alguna derivacién de una cadena terminal empezando por el simbolo inicial.

e Se eliminan las producciones €. Dichas producciones son de la forma A — € para alguna variable

A.

e Las producciones unitarias deben ser eliminadas. Las producciones unitarias son de la forma A — B
para alguna variable A y B.

1.1 Eliminacion de simbolos innecesarios

Un sfmbolo X es dtil para una gramética G = (V, T, P,S), si hay una derivacién: S =6 aXp =g w
para una cadena terminal w. A los simbolos que no son ttiles se les denomina in4tiles. Un simbolo X
es generador si X =g w, para alguna w € T*. Un simbolo X es alcanzable si S =g aXf3, para algin
a, B8 C (VUT)*. Un simbolo ttil es generador y alcanzable. Cabe notar que si eliminamos a los simbolos
no-generadores primero, y luego a los no-alcanzables, nos quedamos tinicamente con simbolos 1itiles.

Ejemplo 1 Sea G: S — ABla, A —b.

S y A son generadores, B no lo es. Si eliminamos B tenemos que eliminar S — AB, dejando
la graméatica S — a, A — b. Ahora sélo S es alcanzable. Eliminando A y b nos deja con S — a.
Con el lenguaje {a}. El orden importa, de otra manera (para este ejemplo), si eliminamos primero
los simbolos no-alcanzables, nos damos cuenta de que todos los simbolos son alcanzables. A partir de:
S — AB|a, A — b. Después eliminamos B como no-generador, y nos quedamos con S — a, A — b, que
todavia contiene simbolos inutiles.

Teorema 1 Sea G = (V,T,P,S) una CFG tal que L(G) # (. Sea G1 = (V1,T1,P1,S) la gramdtica
obtenida:

1. Eliminando todos los simbolos no-generadores y las producciones en las que ocurren. Sea la nueva
gramdtica Go = (Va, Ty, P, S).

2. Eliminando de G4 todos los simbolos no-alcanzables y las producciones en que ocurren.
G1 no tiene simbolos inditiles, y L(G1) = L(G).

Prueba: Primero probamos que (G; no tiene simbolos inttiles:
Si X € (ViUTY). Asi X = w en Gy, para algin w € T*. Ademds, cada sfmbolo utilizado en esta

. .z .z , * .z
derivacién también es generador. Asi que X = w en G5 también.

Como X no se eliminé en el paso 2, hay una a y una 3, tal que S = aXf en Go. Atn mas, cada
simbolo utilizado en esta derivacién también es alcanzable, asi S = a X en G;.

Sabemos que cada simbolo en aX 3 es alcanzable y que estan en V5 U Ts, entonces cada uno de ellos
es generador en Gs.

La derivacién terminal X 8 = xwy en Gy solo involucra simbolos que son alcanzables desde S, porque
son alcanzados por simbolos en aX . De este modo, la derivacién terminal también es una derivacién
de Gy, ie., S = aXB = zwy en Gy.

Ahora mostramos que L(G1) = L(G).



Como sélo eliminamos simbolos y producciones de G a Gy (P; C P), entonces tenemos que L(G1) C

L(G).

Entonces, sea w € L(G). Asi S =g w. Cada sfmbolo en esta derivacién es evidentemente alcanzable
y generador, entonces esta es también una derivacién de Gy. Asi w € L(Gy).

1.2 Calculo de los simbolos generadores y alcanzables

Necesitamos algoritmos para calcular los simbolos generadores y alcanzables de G = (V,T, P, S). Los
simbolos generadores g(G) se calculan con el siguiente algoritmo de cerradura:

1. Base: Todo simbolo de T es generador, se genera a si mismo.

2. Induccién: Suponemos que tenemos la produccién A — «, y cada simbolo de « es generador.
Entonces A es generador (esto incluye a = €, las reglas que tienen a € en el cuerpo son generadoras).

Ejemplo 2 Sea G: S — AB|a, A — b. Entonces, primero g(G) = {a,b}. Como S — a ponemos a S
en g(G), y porque A — b anadimos también a A, y eso es todo, el conjunto de simbolos generadores es

{a,b,A,S}.

El algoritmo anterior encuentra todos y sélo los simbolos generadores de G.
El conjunto de simbolos alcanzables r(G) de G = (V, T, P, S) se calcula con el siguiente algoritmo de
cerradura:

1. Base: (G) = {S}, S es alcanzable.

2. Induccion: Sila variable A € r(G) y A — a € P entonces se afladen todos los simbolos de o a

r(QG).

Prueba: Se mostrara con una induccién sobre la fase en la cual un simbolo X se anade a g(G) y

que X es en verdad generador. Entonces suponemos que X es generador. De este modo X =¢ w, para
alguna w € T*. Ahora probamos por induccién sobre esta derivacién que X € g(G).

Base: Cero pasos. Entonces X es terminal y se anade en la base del algoritmo de cerradura.

Induccion: La derivacién toma n > 0 pasos. Sea la primera produccién utilizada X — a. Entonces:
X = a=wya= wen menos de n pasos y por la hipétesis de induccién a € g(G). De la parte
inductiva de algoritmo se concluye que X € ¢g(G) porque X — a.

Ejemplo 3 Sea G : S — ABla,A — b. Entonces, primero r(G) = {S}. Con base en la primera
produccion anadimos {A, B,a} a r(G). Con base en la seqgunda produccion anadimos {b} a r(G) y eso
es todo.

1.3 Eliminacién de producciones ¢

Aunque las producciones € son convenientes, no son esenciales. Si L es CF, entonces L — {e} tiene una

CFG sin producciones €. La estrategia consiste en descubrir cudles variables son nulificables. Se dice que
. - . *

la variable A es nulificable si A = e.

Sea A nulificable, entonces en todas las producciones en donde A aparece en el cuerpo, digamos
B — CAD, creamos dos versiones de la produccién, una sin A, B — C'D y otra con A, B — CAD. Si
utilizamos la produccién con A no permitimos que A derive a €.

El siguiente algoritmo calcula n(G), el conjunto de simbolos nulificables de una gramdtica G =
(V,T, P,S) como sigue:

1. Base: n(G)={A: A —e€ P}



2. Induccion: Si {C1,Cs,...,Cr} Cn(G) y A — C1,Cs,...,Cy € P, entonces n(G) =n(G) U {A4}.

3. Nota, cada C; debe ser una variable para ser nulificable, entonces se consideran sdélo las producciones
con cuerpos conformados de variables.

En cualquier gramatica GG, los tnicos simbolos nulificables son las variables encontradas por el algo-
ritmo anterior.

Prueba: La induccidn es sencilla en ambas direcciones.
Base: Un paso. A — € debe ser una produccién y se encuentra en la parte base del algoritmo.

., * .
Induccion: Suponemos que A = € en n pasos donde n > 1. El primer paso se ve como A =
* . .
C1Cs...Ck = ¢, donde cada C; deriva € en una secuencia de menos de n pasos.

Por la HI, cada C; es descubierta por el algoritmo como nulificable. Entonces, por el paso de in-
duccién, se descubre que A es nulificable, por la produccién A — C1Cs . .. Cy.

Una vez que conocemos los simbolos nulificables, podemos transformar G en G; como sigue:

1. Para cada A — X1 X5... X € P con m < k simbolos nulificables, reemplazar por 2" reglas, una
con cada sub-lista de los simbolos nulificables ausentes.

2. Excepcién: Si m = k no anadimos la regla donde borramos todos los m simbolos nulificables.
3. Borrar todas las reglas de la forma A — e.

Ejemplo 4 Considere la siguiente gramdtica:
S — AB

A — aAAle

B — bBB|e

A y B son nulificables porque tienen a € en el cuerpo de una de sus producciones. S también es nuli-
ficable, porque S — AB tiene puros simbolos nulificables. Ahora para construir las nuevas producciones
sin €, consideremos la primera: S — AB. De aqui construimos las producciones con y sin los simbolos
nulificables (y sin eliminar todas): S — AB|A|B.

Para A — aAA, hacemos algo parecido y nos queda: A — aAA|aA|aAl|a, que como hay dos iguales
podemos eliminar una. Finalmente para B es parecido, por lo que la gramatica final queda como:
S — AB|A|B
A — aAA|aAla
B — bBBJ|bBJ|b

La gramatica anterior no cambia el lenguaje, excepto que € ya no estd presente.

Teorema 2 Si la gramdtica Gy se construye a partir de G con la construccion anterior para eliminar
producciones €, entonces L(G1) = L(G) — {€}.

Prueba: Se probara el enunciado mas fuerte:
A= wen Gy sfysolosiw#ey A= wen G. Direccion (sdlo si): Suponemos que A = w en G1.
Entonces claramente w # €, porque GG1 no tiene producciones-e.

Ahora mostraremos por una induccién sobre la longitud de la derivacién que A = w también en G.
Base: Un paso. Entonces existe A — w en G7. A partir de la construccién de GG7 tenemos que existe
A — a en G, donde o es w més algunas variables nulificables esparcidas. Entonces: A = o = w en G.

Induccion: La derivacién toma n > 1 pasos. Entonces A = X1 X5... X, = wen G1. y la primera
derivacién debié venir de una produccién:
A—=Y1Y5...Y,, donde m > k, algunas Y;’s son X;’s y los otros son simbolos nulificables de G.



’ 4 *
Mas aun, w = wiws . .. wk, y X; = w; en G en menos de n pasos.
. 7’ . . .’ *
Por la hipétesis de induccién tenemos que X; = w; en G. Ahora tenemos:
* *
A:>G YiYo. . Y, = XiXo... X =¢c wiwsy.. . wp =w

Direccion (si): Sea A =g w, y w # €. Se mostrara por induccién de la longitud de la derivacién que
A= wen Gy. Base: La longitud es uno. Entonces A — w esta en G, y como w # € la regla también
esta en Gy.

Induccidn: La derivacién toma n > 1 pasos. Entonces esto se ve como: A =¢ Y1Ys...Y,, =¢ w. Ahora
W= WiWs ... W, ¥ Yi :QKG w; en menos de n pasos. Sean X;Xs... Xy aquellos Y;’s en orden, tal que
w; # €. Entonces A — X1 X5 ... X}, es una regla de G.

Ahora X1 X5 ... Xy =¢ w, las tnicas Y;’s no presentes entre las X’s son las que derivan e. Cada
X;/Y; =q w; en menos de n pasos, entonces, por la hipdtesis de induccién tenemos que si w # € entonces
Y; = wjen Gi. Asi A= X1 Xo... X, = w en G4. la demanda del teorema ahora sigue del enunciado:
A wen Gy siysolosiw#ey A= wen G (presentado en la prueba del teorema 7.9) al elegir A = S.

1.4 Eliminacion de producciones unitarias

A — B es una produccién unitaria, cuando A y B son variables. Las producciones unitarias se pueden
eliminar.

Veamos la gramdtica:
I — alb|Ia|IblI0|I1
F — I|(E)
T—FTxF
E—-T|E+T
tiene las producciones unitarias £ — 17,7 — F y F — I.

Podemos expandir T en la produccién E — T' y obtener: E — F|T x F. Expandiendo E — F nos da:
E — I|(E). Finalmente expandemos E — I y obtenemos: E — a|b|Ia|Ib|I0|I1|(E)|T « F|E+T.

El método de expansién trabaja siempre y cuando no haya ciclos en las reglas, por ejemplo en:
A— B,B—C,C— A

Para calcular u(G), el conjunto de todos los pares unitarios de G = (V, T, P, S) utilizamos el siguiente
algoritmo de cerradura.

Base: (A, A) es un par unitario para cualquier variable A. Esto es, A = A en cero pasos. u(G) =
{(4,4): AeV}.

Induccion: Suponemos que (4, B) € u(G) y que B — C € P donde C es una variable. Entonces
anadimos (A4, C) a u(G).

Teorema 3 FEl algoritmo anterior encuentra todos y solo los pares unitarios de una CFG G.

Prueba: En una direcciéon, hacemos una induccion sobre el orden en que se descubren los pares, si

. . * o1 ;. . .

encontramos que (A4, B) es un par uitario, entonces A =>¢ B utilizando tUnicamente producciones uni-
tarias (prueba omitida).

. .2 * ;. . . .
En la otra direccién, suponemos que A =-¢ B usando unicamente producciones unitarias. Podemos
mostrar por induccién de la longitud de la derivacién que encontraremos el par (A, B).

Base: Cero pasos. Entonces A = B, y aniadimos el par (4, B) en la base.

Induccién: Suponemos que A = B en n pasos, para alguna n > 0, cada paso consiste en aplicar una
produccién unitaria. La derivacién luce como: A = C' = B. A = C toma n — 1 pasos, y por la hipétesis



inductiva, descubrimos el par (A, C).

La parte inductiva del algoritmo combina el par (A, C) con la produccién C — B para inferir el par

(A, B).

Para eliminar producciones unitarias, procedemos de la siguiente manera. Dada G = (V,T, P, 95),

podemos construir G; = (V, T, Py, S):

1. Encontrando todos los pares unitarios de G.

2. Para cada par unitario (A, B), aiadimos a P; todas las producciones A — a, donde B — « es una

produccién no unitaria en P.

3. Note que es posible tener A = B; de esta manera, P; contiene todas las producciones unitarias en

P.
4. PP={A—a:a¢V,B—acP (A B)cuG)}
Ejemplo 5 A partir de la gramdtica:
e I — alblla|IblI0]I1
o '~ I|(E)
o T — F|IT*F

e ETIE+4+T

Creamos un nuevo conjunto de producciones usando el primer elemento del par como cabeza y todos

los cuerpos no unitarios del sequndo elemento del par como cuerpos de las producciones:

Par Produccion

(E,E) E—-E+T

(B, T) E—-TxF

(E,F) E—(E)

(E,I) E — a|b|/la|IblI0|I1
(T, T) T—>TxF

(T,F) T—(F)

(T,I) T — alb|la|Ib|I0|I1
(F,F) F— (E)

(F,I) F — alb|la|Ib|I0|I1
(I1,1) I — alb|Ia|Ib|I0|I1

Eliminamos las producciones unitarias. La gramdatica resultante es equivalente a la original.

E — E+T|T % F|(E)|alb|IalIb|I0|I1
T — T % F|(E)|alb|Ta|Ib|T0|11

F — (E)|a|b|Ia|Ib|I0]11

I — a|b|Ia|Ib|I0|I1

En resumen para “limpiar” una graméatica podemos:
1. Eliminar producciones-¢

2. Eliminar producciones unitarias

3. Eliminar simbolos inttiles

en este orden.



1.5 Forma normal de Chomsky

Ahora se mostrard que cada CFL no vacio sin € tiene una gramatica G sin simbolos inttiles, de tal man-
era que cada produccién tenga la forma: A — BC,donde {A,B,C} CT,04A — a,donde Ae V,yaeT.

Para lograr esto, iniciamos con alguna gramatica para el CFL, y:
1. “Limpiamos la gramatica”.
2. Hacemos que todos los cuerpos de longitud 2 o més consistan solo de variables.

3. Dividimos los cuerpos de longitud 3 o méas en una cascada de producciones con cuerpos de dos
variables.

Para el paso 2, por cada terminal a que aparece en un cuerpo de longitud > 2, creamos una nueva
variable, A, y reemplazamos a a por A en todos los cuerpos. Después afiadimos una nueva regla A — a.

Para el paso 3, por cada regla de la forma A — B1Bs... By, k > 3, introducimos variables nuevas
C1,Cs,...Ck_o, y reemplazamos la regla con:

A — 3101
Ol — B202

Cr—3 = Br_2Cr_»
Cr—2 = Bi_1DBy,

Ejemplo 6 Iniciamos con la gramdtica (el paso 1 ya estd hecho):
e E— E+T|T * F|(E)|a|b/Ia|Ib|I0]11
o T — T x E|(F)|alb|Ia|Ib|I0|I1
o ' — (E)|alb|lIallb|I0I1
e I — alblla|IblI0]I1

Para el paso 2, introducimos nuevas variables y nos quedan las siguientes reglas:
A—a,B—b,7Z—00—1
P—+ M—x*L—(,R—)

Al reemplazar obtenemos la gramdtica:
E — EPT|TMF|LER|a|b|/IA|IB|IZ|IO
T — TPE|LEL|a|b|IA|IB|IZ|IO
F — LER|a|b|IA|IB|IZ|IO
I — a|b|TA|IB|IZ|IO
A—=a,B—b7Z—00 —1
P—+ M—xL—(,R—)

Para el paso 3, reemplazamos:

e £ — FEPT por E— EC,,Cy — PT

o E—-TMF,T—=TMF por E— TCy,T —TCy,Cy - MF

e £ - LER,T— LER,F - LER por E — LCs,T — LC3,F — LC5,Cs - ER
La gramdtica CNF final es:

e F — ECY|TC5|LCslalb|lTA|IB|IZ|10O



T — TC,|LCs|alb|IA[IB|IZ|TO

F — LCs|alb|IA|IB|IZ|IO

I — alb|[IA|IB|IZ|IO

4 —>PT,CQ—>MF,C3—>ER
e A—>a,B—b,Z7—0,0—1

P—+ M—x*L—(,R—)

1.6 Ejercicios

Ejercicio 1 Encuentre una gramdtica equivalente a la siguiente sin simbolos inutiles:
S — AB|CA

A—a

B — BC|AB

C — aBlb

Ejercicio 2 Con la siguiente gramdtica:
S — ASB|e

A — aASla

B — SbS|AJbb

e FElimine producciones €.
e Elimine cualquier produccion unitaria en la gramdtica resultante.
e Elimine cualquier simbolo indtil en la gramdtica resultante.

o Convierta a la forma normal de Chomsky.

Ejercicio 3 Repita el Ejercicio 2 con la siguiente gramdtica:
S — 0A0|1B1|BB

A—C

B— S|A

C — Sle

Ejercicio 4 Repita el Ejercicio 2 con la siguiente gramdtica:
S — AAA|B

A — dA|B

B —e

2 Lema de bombeo para los lenguajes libres de contexto

El lema de bombeo dice que en una cadena lo suficientemente larga de un CFL, es posible encontrar a
lo mas dos subcadenas que pueden ser bombeadas de forma conjunta. Esto es, podemos repetir ambas
cadenas ¢ veces, para cualquier entero 7 y la cadena resultante se encontrard en el lenguaje.

Se puede contrastar con el lema de bombeo para lenguajes regulares que dice que solo podemos
encontrar una pequena cadena para bombear.



2.1 El tamano de los analizadores sintacticos de arboles

Teorema 4 Suponga que tiene un drbol de derivacion de acuerdo a la forma normal de Chomsky de la
gramdatica G = (V,T, P, S) y suponga que la franja del drbol es un terminal w. Si la longitud del camino
mds largo es n, entonces |w| < 2"~ 1.

Prueba Se deja al lector hacer la prueba en induccién sobre n.

2.2 Declaracion del lema de bombeo
El lema de bombeo para lenguajes libres de contexto es muy parecido al lema para lenguajes regulares,

sin embargo cada cadena z en el CFL L en cinco partes y se bombean la segunda y cuarta parte en conjunto.

Sea L un CFL. Existe una constante n tal que si z es cualquier cadena de L de forma que |z| es al
menos n, entonces podemos escribir z = uvwxy de acuerdo a las siguientes condiciones:

1. Jvwz| < n. Es decir, la parte media no es tan larga.

2. vr # €. Dado que v y x son las piezas a ser bombeadas, la condicién dice que al menos una de las
cadenas a ser bombeadas no es vacia.

3. Para todo i > 0, uv*wz'y se encuentra en L. Es decir, las dos cadenas v y x pueden ser bombeadas
un numero indefinido de veces, incluido 0 veces, y la cadena resultante seguird siendo un miembro

de L.

2.3 Ejercicios

Ejercicio 5 Use el lema de bombeo para mostrar que los siguientes lenguajes no son libres de contexto.
o {a'bick|i < j <k}
o {a"b"c'|i < n}
e {0P|p es un primo }

o {a"b"c'|n <i < 2n}

3 Propiedades de cerradura para los lenguajes libres de contexto

En esta seccion se consideran algunas de las operaciones de los lenguajes libres de contexto que garan-
tizan la produccién de una CFL. Primero introducimos una operacién llamada sustitucién, en la cual se
reemplaza cada simbolo en las cadenas de un lenguaje por otro lenguaje.

3.1 Sustituciones

Sea ¥ un alfabeto, suponga que para cada simbolo a en 3, seleccionamos un lenguaje L,. Estos lenguajes
pueden ser de cualquier alfabeto, no necesariamente de X ni tienen que ser los mismos. Esta seleccion de
lenguajes define una funcién s (una sustitucién) en X, y nos vamos a referir a L, como s(a) para cada
stmbolo de a.

Siw = ajaz---ay, es una cadena en ¥*, entonces s(w) es un lenguaje de todas las cadenas x125 - - -
tal que la cadena x; se encuentra en el lenguaje s(a;), para ¢ = 1,2,--- ,n. De tal forma que s(w) es la
concatenacion de los lenguajes s(aj)s(ag) - - - s(ay).

Ejemplo 7 Sea ¥ = {0,1},5(0) = {a"b" : n > 1}, (1) = {aa,bb}. Sea w = 01. Entonces s(w) =
5(0)s(1) = {a™b"aa : n > 1}U{a"b"*? : n > 1}. Si L = {0}*, entonces s(L) = (s(0))* = {a"lb’“a”?b"z ca™eb"e



Figure 1: Arbol de derivacion.

Teorema 5 Sea L un CFL sobre X, y s una substitucion, tal que s(a) sea un CFL, VYa € ¥.. Entonces
s(L) es un CFL.

Para demostrar el Teorema 5, iniciamos con las gramdticas: G = (V,X,P,S) para L, y G =
(Va, Ty, Pa, Sa) para cada s(a). Construimos G = (V/,T',P’,S’), donde: V' = (UyexT,) UV, T =
UwesT,, P’ = Uyes P, més las producciones de P con cada a en un cuerpo reemplazado con el simbolo
Sq.

Ahora debemos mostrar que L(G') = s(L). Sea w € s(L). Entonces 3z = ajaz...a, en L, y
Jdz; € s(a;), tal que w = x1x9 ... 2,. Un drbol de derivacién en G’ se muestra en la Figura 1.

Asi podemos generar Sg, S, ...S,, en G’ y de ahi generamos z1z3...2, = w. De este modo
w € L(G’). Después, sea w € L(G'). Entonces el drbol de parseo para w debe verse como el de ar-
riba.

Ahora borramos los sub-arboles que cuelgan. Ahora se tiene la produccién: Sg, S, .. .95, , donde
aias . ..a, € L(G). Ahora w es también igual a s(ajas...a,), lo cual esta en S(L).

3.2 Aplicaciones del teorema de sustitucion

Teorema 6 Si tenemos uno o mds CFL’s, también son CFL el resultados de hacer: (i) union, (i)
concatenacion, (iii) Cerradura de Kleene, (iv) cerradura positiva +, (v) inversion, (vi) homomorfismo,
(vit) homomorfismo inverso.

Prueba:
) : Sean Ly y Ly CFL’s, sea L = {1,2}, y s(1) = L1, s(2) = Lo. Entonces Ly U Ly = s(L).
) : Aqui elegimos L = {1,2} y s como antes. Entonces Ly - Ly = s(L).
(iii) : Suponemos que Lq es CF. Sea L = 1x,s(1) = Ly. Ahora L} = s(L). Prueba similar para +.
) : Sea L; un CFL sobre ¥, y h un homomorfismo sobre ¥. Entonces definimos s por a — {h(a)}
Entonces h(L) = s(L) K.

Teorema 7 Si L es CF, entonces también en LE.
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Prueba: Suponemos que L es generado por G = (V, T, P,S). Construimos G® = (V,T, PE S),
donde: P® = {A — off : A — o € P}. Mostrar (en casa) por induccién sobre las longitudes de las
derivaciones en G (para una direccién) y en G (para la otra direccién) que (L(G))* = L(GF).

Sea Ly = {0"1"2° : n > 1,i > 1}. Ly es CF con la gramética:
S — AB
A — 0A1]01
B — 2BJ2

Ademss, Ly = {01"2" : n > 1,7 > 1} es CF con la gramética
S — AB
A — 0A|0
B - 1B2[12

Sin embargo, Ly N Ly = {0"1™2" : n > 1} lo cual no es CF M.

Teorema 8 Si L, Ly, Ly son CFL’s, y R es lenguage reqular, entonces LN R, L\ R son CFL y L, L1\ Lo
no son necesariamente CFL’s.

Prueba: Sea L aceptado por el PDA: P = (Qp, %, T, 0p,qp, Zo, Fp), por el estado final, y R aceptado
por el DFA: A = (Qa,%,T,04,q4, Z0, Fa)

Construiremos un PDA para L N R de acuerdo a la Figura 2.

Formalmente, definimos: P = (Qp x Qa,%,1,0,(¢p,q4), Zo, Fp x Fa) donde: 6((q,p),a,X) =

{((T, SA(]D, a’))?’)/) : (r7’7> € 6P(q7a7X)}'

11



Se deja al lector la demostracién por por induccién de -, para P y para P’ que: (qp,w, Zo) F (q,€,7)
* A~

en P siy solo si ((¢gp,qa),w, Zo) F ((¢,0(pa,w)),€,7) en P'.
Teorema 9 Sean L,Ly,Ls CFL’s y R regular. Entonces:
1. L R es CFL
2. L no es necesariamente CFL
8. L1 Ly no es necesariamente CFL

Prueba:

1. Resregular, LN R es regular,y LN R =L R.

2. Si L siempre fue CF, se tiene que dar que: L; N Ly = L; U Ly siempre sea CF.

3. Note que X* es CF, de este modo, si L1 Lo siempre fue CF, entonces también lo serfa ¥ L = L.

3.3 Homomorfismo inverso

Sea h : ¥ — ©* un homomorfismo. Sea L C ©*, y definimos: h=*(L) = {w € ¥* : h(w) € L} ahora
tenemos:

Teorema 10 Sea L un CFL, y h un homomorfismo. Entonces h='(L) es un CFL.

Prueba: Sea L aceptado por el PDA: P = (Q,0,T,6, q, Zo, F'), construimos un nuevo PDA P’ =
(Q,0,T,¢,(qo,€), Zo, F x {e}) donde: Q' = {(¢,x) : g € Q,x € suf fixz(h(a)),a € L}
5'((q,€),0,X) ={((q: h(a)), X) e Fa €T U{e}, g€ Q, X €'}

Se deja al lector mostrar mediante induccién que: (qo, h(w), Zy) & (p,€,7y) in P siy solosi ((qo, €), w, Zo) F
((p,€),€,y) en P'.

3.4 Ejercicios

Ejercicio 6 Considere los siguiente dos lenguajes:
Ly = {a"b*c™|n,m > 0}
Lo = {a™b™c*™|n,m > 0}

e Muestre que cada uno de estos lenguajes es libre de contexto dando gramdticas para cada caso.

e Fs ;L1N Ly un CFL? Justifique su respuesta.

4 Propiedades de decision de los lenguajes libres de contexto

4.1 Complejidad de conversion entre gramaticas libres de contexto y automatas
de pila deterministas

El tamano de la entrada es n. Donde n es el tamano total de la entrada CFG o PDA. Lo siguiente trabaja
en tiempo O(n):

1. Convertir una CFG a un PDA
2. Convertir un PDA de “estado final” a un PDA de “pila vacia”

3. Convertir un PDA de “pila vacia” a un PDA de “estado final”
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Figure 3: Prueba de vacio.

Para convertir un PDA a una CFG se tiene formalmente, sea P = (Q, X, T, 6, go, Zo) un PDA. Defin-
imos G = (V, %, R, S), donde:

V= {lpXql : {p.q} CQ. X eT}U{S}
R= {S—[qZop|:pecQtU{lgXry] = a[rYir]... [re—1Yers]:
aeXU{e}, {r,...,m} CQ,(r,Y1Y2...Yy) € §(q,a,X)}
cuando mucho n3 variables de la forma [pXgq].
Si(r,Y1Y2...Yk) € 6(q,a, X), tendremos O(n") reglas de la forma: [¢Xri] — a[rYir1]. .. [rk—1Yer].
Introduciendo k —2 estados nuevos podemos modificar el PDA para hacer un push de a lo mas un simbolo

por transicién. Ahora, k serd < 2 para todas las reglas. La longitud total de todas las transiciones es
todavia O(n).

Ahora, cada transicién genera a lo més n? producciones. El tamafio total (y tiempo para calcular) la
gramdtica es entonces O(n?).

4.2 Tiempo de ejecucién para conversion a la forma normal de Chomsky
1. Calcular r(G) y g(G) y eliminar simbolos no-utiles toma tiempo O(n). Esto se mostrara pronto.
2. El tamaiio de u(G) y la gramética resultante con producciones P; es O(n?)
3. Arreglando que los cuerpos consistan solo de variables lleva O(n)
4. Dividir los cuerpos lleva O(n)

Por otra parte, la eliminacién de los simbolos nulificables puede hacer que la nueva gramética tenga
un tamano de O(2"). La mala noticia es evitable: Dividir los cuerpos primero antes de la eliminacién de
sfmbolos nulificables. La conversién a CNF lleva O(n?).

4.3 Prueba de vacio de los lenguajes libres de contexto

L(G) es no-vacio si el simbolo de inicio S es generador. Una implementacién ingenua sobre g(G) tome
tiempo O(n?). g(G) se puede calcular en tiempo O(n) como sigue (ver Figura 3).

La creacién e inicializacién del arreglo lleva O(n). La creacién e inicializacién de las ligas y contadores
lleva O(n). Cuando un contador va a cero, tenemos que:
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Figure 4: Algoritmo para pertenencia.

1. Encontrar la variable cabeza A, verificar si ya existe “yes” en el arreglo, y si no, ponerlo en la cola
lleva O(1) por produccién. Total O(n)

2. Seguir las ligas para A, y decrementar los contadores. Toma un tiempo de O(n).

El tiempo total es O(n).

4.4 Prueba de pertenencia a un lenguaje libre de contexto
e Usar el algoritmo CYK (construye tabla triangular)
e En el primer renglén pone producciones tipo A — a
e En el resto pone producciones que tengan una parte del prefijo de la cadena seguida de el resto de

la cadena. Ver Figura 4

Ejercicio 7 Probar que la siguiente gramdtica genera: baaba. Ver Figura 5
S — AB|BC

A — BA|a

B — CClb

C — ABJa

4.5 Vista previa a problemas de los lenguajes libres de contexto indecidibles
Los siguientes son problemas no-decidibles:

1. Es una CFG G dada ambigua?

2. Es un CFL dado inherentemente ambiguo?

3. Es la interseccién de dos CFL’s vacia?

4. Son dos CFL’s el mismo?

5. Es un CFL dado universal (igual a ¥*)?
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Figure 5: Gramaética baaba.

4.6 Ejercicios
Ejercicio 8 Escriba algoritmos para decidir lo siguiente:
e ;Es L(G) finito, para un CFG G dado?
e ;Contine L(G) al menos 100 cadenas, para un CFG G dado?

e Dado un CFG G y una de sus variables A, existe una forma sentencial en la cual A es el primer
stmbolo. Nota: Recuerde que es posible para A a aparecer primero en medio de una forma sentencial
pero despues para todos los simbolos a la izquierda se deriva a €
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