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LE><presiones Regulares

LIntroduccion

Introduccidn

m Los autématas finitos (AF) deterministas o no deterministas
son “moldes” para construir mdquinas que reconocen
lenguajes regulares.

m Una expresion regular es una declaracién amigable para
describir a un lenguaje regular

m Ejemplo
01" +10*

m Las expresiones regulares se utilizan
m En los comandos grep de UNIX

m Las expresiones regulares son las descripciones algebraicas de
los lenguajes de los AF
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LLos Operadores de las Expresiones Regulares

Operaciones sobre Lenguajes

Sean Ly M dos lenguajes
Unidn
LuM={w|welowe M}

Concatenacion
ILM={w|w=xy,xel, ye M}
Potencias
[0={e}, L' =1L, Lt =LK

Cerradura de Kleene
L* —_ ULI
i=0
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLos Operadores de las Expresiones Regulares
LEjem plos

Ejemplos de Operaciones sobre Lenguajes

Sea L ={001,10,111}, M = {¢,001} entonces

LUM = {e, 10,001,111},
L.M = {001, 10, 111,001001, 10001, 111001} ,

Considere ahora L = {0, 11} vamos a determinar su cerradura de
Kleene

0= {e}, L} ={0,11},
[> = L.L=1{00,011,110,1111},

L3=1.1%= {000, 0011, 0110,01111, 1100, 11011, 11110, 111111},

observe que L' tiene 2’ miembros pero |L*| = |N]|.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LLos Operadores de las Expresiones Regulares

L Ejemplos

Ejemplos de Operaciones sobre Lenguajes

Cerradura Kleene ¢

Sea L = ¢, entonces

Luego
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LConstruyendo Expresiones Regulares
LEl Algebra

Algebra de Expresiones Regulares |

Describimos las expresiones regulares recursivamente. Por cada
expresion regular E describimos el lenguaje que representa con
L(E).

Bases:

Las constantes € y ¢ son expresiones regulares que denotan
los lenguajes {€} y ¢, esto es, L(e) = {e}, L(¢p) = ¢.

Si a € Z, entonces a es una expresidn regular y denota el
lenguaje {a} : L(a) = {a}.

Una variable en maydsculas e itdlicas como L, es una variable
que representa cualquier lenguaje

Induccioén:
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LConstruyendo Expresiones Regulares
LEl Algebra

Algebra de Expresiones Regulares |l

Si E y F son expresiones regulares = E + F es una expresion
regular que denota la unién de L(E) con L(F) :
L(E+F)=L(E)UL(F).

Si E y F son expresiones regulares = EF es una expresion
regular que denota la concatenacién de L(E) con L(F) :
L(EF) = L(E)L(F).

Si E es una expresion regular = E* es una expresion regular
que denota la cerradura de L(E) : L(E*) = (L(E))".

Si E es una expresion regular = (E) es una expresioén regular
que denota el mismo lenguaje de E : L ((E)) = L(E).
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LConstruyendo Expresiones Regulares

LEjemplos

Ejemplos de Expresiones Regulares

a,beX at+b=La+b)=L(a)uL(b)={a} U{b}.
a, b€, ab= L(ab) = L(a)L(b) = {a} {b} = {ab}.
a€X a*= L(a*) = (L(a))" = {e, a, aa, aaa, aaaa, ...} .

aa* = {a} {a}* = {a, aa, aaa, aaaa, aaaaa, ...}

(a+b) = ({a}U{b})" = ({ab}) =
{€,a,b,ab, ba, bb,...}.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LConstruyendo Expresiones Regulares

LEjemplos

Ejemplos de Expresiones Regulares

Considere el lenguaje L = {w € {0,1}" | 0y 1 alternan en w}
(01)" 4+ (10)" +0(10)" +1(01)",

equivalentemente
(e+1)(01)" (e +0)
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LConstruyendo Expresiones Regulares

LEjemplos

Orden de Precedencia de las Operaciones

Estrella
Punto
Mas

Ejemplo 01" +1 = (0(1)") +1
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER

La manera en que las expresiones regulares y AF describen los
lenguajes son radicalmente diferentes. Sin embargo, las dos
notaciones representan el mismo lenguaje.

(E-NH -~ < NHQ

CRE >R
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LDe AFD's a Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER |

Theorem

Si L= L(A) para algin AFD A, entonces existe una expresion
regular R tal que L(A) = L(R).

Demostracién. Supongamos que los estados de A son denotados

por {1, 2,..., n} donde 1 es el estado de inicio. Nuestro objetivo es
construir una coleccién de ER que describan conjuntos de caminos
progresivamente mds amplios en el diagrama de transicién de A.

m Sea R,-’J‘- una ER cuyo lenguaje es el conjunto de todas las
cadenas w tal que w es la etiqueta de un camino del estado /
al estado j de A que va a través de los estados intermedios
{1,2,..., k} dnicamente.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LDe AFD's a Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER I

Figure: Caminos representados por R,’J‘ Dimensién vertical: estado 1 en
la parte inferior y el n en la parte superior. Dimensién horizontal
representa el recorrido a lo largo del camino.

Construccién de Rg por medio de definicién inductiva.
Base: k = 0 no hay estados intermedios. Hay dos clases de
caminos que satisfacen la condicién
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LDe AFD's a Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER IlI

Un arco del nodo i al nodo j.

Un camino de longitud 0 que consiste tinicamente del nodo i.
Si i # j (1) es la tnica posibilidad. Examinamos el AFD A para
encontrar los simbolos de entrada a tal que haya una transicion del
estado / al estado j por medio de a.

m Si el simbolo a no existe hacemos Rg- = ¢.

m Si hay dnicamente un simbolo a hacemos Rg- =a.

m Si hay a1, a2, ..., ax simbolos que etiquetan los arcos del
estado i al j hacemos R,-(J)- =a;tay+---+ag

Si i = j los caminos asociados son los de longitud 0 y todos los
lazos de i consigo mismo entonces

m Camino de longitud 0, Rg- =e.
22 /56
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LDe AFD's a Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER IV

= Hay un simbolo a, Rj = € +a.

m Miiltiples simbolos Rg- =e+a;+ay+---+ag.

Induccién: Supongamos que existe un camino del estado i al
estado j que no pasa por un estado superior a k. Hay dos posibles
casos

m El camino no pasa a través del estado k en ningtin caso.

m Pasa por k una o mds veces. Luego

RE = R+ R (R R
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LDe AFD's a Expresiones Regulares

Equivalencia entre AF y ER V

A AN A AT A AN T
DOV AD

m R ., mRrEY
ik Zero or more strings in R (£ L]

m Paso final: La ER para el lenguaje del AFD es la unién de
todas las expresiones Rl”j tal que j es uno de los estados
aceptados.
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares
LConvirtiendo un AFD a una ER

AFD a ER

m Encuentre la expresion regular del AFD A donde

L(A) = {x0y | x € {1}y y € {0,1}"}

1
Start  y L0l
_...'Q‘\ 0 (@“f

RO e+1

rP o

o

rY o

RO |e+o0+1
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

Reglas de Simplificacion

(e+R)* =R*
R+ RS* = RS*
B ¢R=Rp=¢
B¢+R=R+¢p=R
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

AFD a ER (continuacién)

R e+1
R o

Y o

RO le+0+1

R = 1D+ 1D (D) R

| By direct substitution | Simplified
RY [e4+14 (c+De+D*(e+1)|1*
RY [0+ e+ D+ 1)%0 1*0
D10+ 0+ 1) e+ 1) (]
R | e+ 04140+ 1)%0 e4+041
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

AFD a ER (continuacién)

Simplified

|
Y | 1%0

RY |0

R |e4+041

B = P+ P (RS3) )

| By direct substitution
R | 1* +170(e + 0+ 1)*0
R | 170+ 1%0(e + 0+ D* (e + 0+ 1)
R0+ e+ 0+ D +0+1)%0
R [e4+0+14+(c+04+1)(e+04+1)*(c+0+1)
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

AFD a ER (continuacién)

| By direct substitution
R | 1% 4 1%0(e + 04 1)*0
B2 |10+ 1*0(e + 0+ 1)*(e +0+1)
B2 0+ (e+0+1)(e+0+1)%0
B2 e+ 0414 (e+0+1)(e+04+1)*(e+0+1)

Simplified

AR
Rr{2 | 17000 4+ 1)
r2 o
R | (04 1)*
The final regex for A is

B2 =1*00+ 1)*
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

O

Hay n3 expresiones R,-’J‘-
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

Observaciones

3 ; k
Hay n° expresiones R,-j

Cada paso inductivo aumenta la expresiéon 4 veces
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LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

Observaciones

3 ; k
Hay n° expresiones R,-j
Cada paso inductivo aumenta la expresién 4 veces

Para toda {/,j} € {1,2,...,n} emplea R,’f,:l, hay que
escribir n? la ER R,f,:l.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

Observaciones

Hay n® expresiones R,é‘-

Cada paso inductivo aumenta la expresién 4 veces

Para toda {/,j} € {1,2,...,n} emplea R,f,:l, hay que
escribir n la ER Rf(‘k_l.

Es necesario una estrategia mas eficiente.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

LConvirtiendo AFD's a ER por Eliminacién de Estados

Técnica de Eliminacién de Estados |

Etiquete las aristas con ER’s en lugar de simbolos

— le
-
PO
Pl o \\ ‘\‘
o
/|
o m o /

Siguiente paso elimine el estado s

34
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares
LConvirtiendo AFD's a ER por Eliminacién de Estados

Técnica de Eliminacién de Estados Il

por cada estado aceptado g elimine del autémata original todos los
estados excepto qg y g.

Para cada g € F nos quedaremos con una A, que se parezca a

35/56



Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares
LConvirtiendo AFD's a ER por Eliminacién de Estados

Técnica de Eliminacién de Estados Il

R o
O s
Stat S TN
- )
\—D‘- B\
T

que corresponde a la ER E; = (R+ SU*T)SU* o con una Aq que
se parezca a

R
4
-
Start I}? 3‘\.
N/

— *

que corresponde a la ER E,
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares
LConvirtiendo AFD's a ER por Eliminacién de Estados

Técnica de Eliminacién de Estados |V

m La expresion final es la unién de todas las E; con g € F

DE

geF
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

L_Ejemplo Eliminacién de Estados

Ejemplo Eliminacién de Estados |

Sea A el AFND con

L(A) ={w:w=x1bow = xlbc,x{0,1}*,{b,c} € {0,1}}

0.1
Y
Start 4 ) 1 0,1 0.1
/ &) @)
— 00— C—©

Convertiremos a A en una expresion regular por medio de la
estrategia de Eliminacién de Estados.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

L_Ejemplo Eliminacién de Estados

Ejemplo Eliminacién de Estados Il

m Primer paso convertimos a A en un autémata cuyas etiquetas

sean ER
0+1
N
Start 4 ;1 0+1 N 0+1 P
~ o 7AW -
i B © &)

m Eliminanos el estado B

0+1
Stat 4 /-\j 00+D = 0+1 =
T N\ @
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

L_Ejemplo Eliminacién de Estados

Ejemplo Eliminacién de Estados Il

m Eliminamos C y obtenemos el autémata Ap

0+1

Start m 10 +1)(0 +1)
—® -©

cuya ER es
(0+1)1(0+1)(0+1)
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

L_Ejemplo Eliminacién de Estados

Ejemplo Eliminacién de Estados IV

m Del diagrama

0+1
Start () 10 +1 - 0+1 -
L0 @

N N

eliminamos D y obtenemos el autémata Ac

0+1
."f.---‘\\
Sttt 4 ) 10+D
A (720
@ x@f}'
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LAutématas Finitos y Expresiones Regulares

L_Ejemplo Eliminacién de Estados

Ejemplo Eliminacién de Estados V

cuya ER es
(0+1)"(0+1)

m Finalmente obtenemos la expresiéon final de la ER como la
suma de las dos expresiones anteriores

(0+1)'1(0+1)(0+1)+(0+1)"(0+1)
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

ER a Autdmata

Para cada ER R que define el lenguaje L(R) se puede construir un
€ —AFND A tal que L(A) = L(R).
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LConvirtiendo una ER a un Autémata

Demostracién ER a Autémata |

Demostracion. Supongamos que L(R) es un lenguaje para la ER
R. Demostraremos que el L(E) asociado a algtin € —AFND
coincide con L(R) si se satisface las condiciones

€ —AFND tiene un Unico estado aceptado
No hay arcos en el estado inicial.

No hay arcos fuera del estado aceptado.

Base: Autématas para €, ¢, a

)

(@)
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

Demostracién ER a Autémata Il
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

Demostracién ER a Autémata Il

Induccién: Autématas para R+ S, RSy R*
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

Demostracién ER a Autémata IV
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

Ejemplo ER a Autémata |

Convertir la ER (0+1)"1(0 +1)
m Suma 0+1
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LConvirtiendo una ER a un Autémata

Ejemplo ER a Autémata Il

m Estrella (0+1)"
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LConvirtiendo una ER a un Autémata

Ejemplo ER a Autémata Il

m Concatenacién y suma 1(0+1)

Start

©

- _E
PO
N
; O—=D— e
E E‘O—l* [ Y
€0 B,O £
1
E""*c—-—l O e
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién

LLeyes Algebraicas para ERs

Leyes Algebraicas ERs

La unién es conmutativa L+ M = M+ L
La unién es asociativa (L+ M)+ N =L+ (M+ N)
Concatenacién es asociativa (LM)N = L(MN)

La concatenacién no es conmutativa LM # ML, ejemplo

01 # 10
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLeyes Algebraicas para ERs
L Identidades y Aniquiladores
y q

Identidades y Aniquiladores

m ¢ es la identidad (neutro) para la unién ¢+ L =L+ ¢
m € es la identidad para la concanetacién el = Le = L

m ¢ es el aniquilador para la concatenacion ¢L # Lp = ¢
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLeyes Algebraicas para ERs
LLeyes Distributivas

Identidades y Aniquiladores

m Ley distributiva izquierda de la concatenacién sobre la unién
LM+ N)=LM+LN.

m Ley distributiva derecha de la concatenacién sobre la unién
(M+ N)L= ML+ NL.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLeyes Algebraicas para ERs
LLey Idempotente

|ldempotente

Un operador se dice idempotente si tiene la propiedad que al
aplicarse a si mismo vuelve a obtenerse el mismo operador.

m La unién es idempotente L 4+ L = L.
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLeyes Algebraicas para ERs
L Cerraduras

Cerraduras

m (L) =L,

m 9" = {e}, {e}" = {e}
m Lt =L =1L f =L fe
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Introduccion a la Teoria de Autématas, Lenguajes y Computacién
LLeyes Algebraicas para ERs
L Cerraduras

Demostracién Idempotente

m Demostraremos que (L*)* = L*.

Demostracion. Sea

we (L) < we G GLJ)

i=0" \j=0
& 3k, m e N tal que w € (L™
< Ipe N tal quew e LP
S we ULi
i=0
S welL”
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